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Résumé. — Nous abordons dans cet article la question de la sommation effective 
d'une somme de Borel d'une série par la série de factorielles associée. Notre approche 
fournit un contrôle de l'erreur entre la somme de Borel recherchée et les sommes par- 
tielles de la série de factorielles. Nous généralisons ensuite cette méthode au cadre des 
séries de puissances fractionnaires, après avoir démontré un analogue d'un théorème 
de Nevanlinna de sommation de Borel fine pour ce cadre. 

Abstract (Effective Borel-resummation by factorial séries). — In this arti- 
cle, we consider the effective resummation of a Borel sum by its associated factorial 
séries expansion. Our approach provides concrète estimâtes for the remainder term 
when truncating this factorial séries. We then generalize a theorem of Nevanlinna 
which gives us the natural framework to extend the factorial séries method for Borel- 
resummable fractional power séries expansions. 



1. Introduction 

Le problème du calcul effectif d'une somme de Borel a déjà une longue histoire. 
Celui-ci peut être fait par ce que Poincaré appelait la "méthode des astronomes" 
[22J, et qui n'est autre que la méthode de sommation au plus petit terme que Stokes 
employait déjà dans son article fondateur de 1857 [251 et qui trouve naturellement 
sa place dans le cadre Gevrey |24L [2]. 

Bien d'autres méthodes de sommation ont été développées depuis. Ainsi, l'utilisa- 
tion des approximants de Padé fait sont apparition dès les années 1970 en physique 
mathématique (voir, e.g., [25j), à la suite notamment de la redécouverte de la somma- 
tion de Borel par le "groupe de Saclay" de physique théorique, avant d'être développée 
d'un point de vue algorithmique dans le cadre Gevrey [27] , Un point de vue différent, 
basé sur l'utilisation de transformations conformes, fournit la méthode exposée dans 
P. Dans la mouvance des idées de Dingle [H], de Ecalle [TJl HH EU SI El E], et 
sous l'impulsion de Berry-Howls [2], l'école anglo-saxonne d'asymptotique exponen- 
tielle a quant à elle développé l'outil de l'hyperasymptotique (voir, e.g., 19l I20(. l21| ) 
pour lequel la structure résurgente des objets à sommer joue un rôle central jH E|. 



Classification mathématique par sujets (2000). — 30E15, 40Gxx. 
Mots clefs. — Sommation de Borel, séries de factorielles. 
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D'autres méthodes effectives de sommation et des applications en physique sont dé- 
taillées dans [15J. 

Nous allons nous pencher ici sur la méthode des séries de factorielles. Cette méth- 
ode, en théorie exacte et non approchée, n'est pas nouvelle puisqu'elle remonte à 
Watson [29J, Nevanlinna [17J et Nôrlund [18J, voir aussi |16L I28j . Notre apport par 
rapport à la littérature existante sur ce sujet est double. D'une part, ayant en vue 
des méthodes effectives, notre objectif sera de fournir des estimations de l'erreur 
commise par sommation partielle des séries de factorielles. D'autre part, nous pro- 
poserons une généralisation de la sommation par séries de factorielles au cadre des 
séries de puissances fractionnaires Borel sommables. 

La structure de l'article est la suivante. La section [2] est consacrée à un certain 
nombre de rappels sur la sommation d'une série sommable de Borel par séries de fac- 
torielles. La section El fournit une approche originale de la sommation par séries de 
factorielles, débouchant sur un contrôle effectif de l'erreur commise par sommation 
partielle comme explicité au théorème 13. 11 La sommation de Borel de séries de puis- 
sances fractionnaires est abordée en section l'objectif principal étant le théorème 
14. Il de sommation de Borel fine. Celui-ci fournit le cadre naturel pour la sommation 
par séries de factorielles généralisée développée en section03 et son résultat principal, 
le théorème 15. Il Différents exemples illustrent les procédures de sommation effective. 

Notons pour conclure cette introduction que cet article n'a pas pour motivation 
de promouvoir telle méthode effective de sommation au dépend de telle autre. Notre 
approche est ici de définir les conditions d'applications de la méthode par séries de 
factorielles, et donc ses limitations. Enfin, s'il nous semble que dans un cadre résur- 
gent, et en parallèle avec l'hyperasymptotique, les méthodes exposées ici devraient 
pouvoir déboucher sur le calcul effectif des coefficients de Stokes, cette question ne 
sera néanmoins pas abordée dans cet article, faute pour les auteurs d'y avoir réfléchi 
suffisamment. 



2. Résultats classiques 

Notation 2.1. — Dans tout l'article : 

M 

- Pour r > et 6 G -z—^, B r {9) désigne la bande ouverte 

B r {e) = {( S C / d((, e i6 R + ) < r}, 
où d est la distance euclidienne. 

Pour 9 = on notera plus simplement B r à la place de B r (0). 

- On note A l'image du disque ouvert 23(1,1) de centre 1 et de rayon 1 par la 
transformation biholomorphe 

s G 23(1,1) H+C = -lr±(s) g A. 

L'ouvert A vérifie : 

£ ln(2) cAc£ f (cf. Fig.CJ. 

- Pour tout A > 0, A\ désignera l'homothétique de A défini par : 

A A = {AC/Ce A}. 
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Figure 1. Les ouverts Si n (2) cAc6«. 



Nous résumons maintenant la théorie classique de la sommation de Borel et de la 
sommation par séries de factorielles. Nous renvoyons le lecteur à |16| I28| pour les 
démonstrations. 

2.1. Sommation de Borel. — Nous rappelons tout d'abord le théorème suivant 
de Nevanlinna dit de "sommation de Borel fine" : 

+oo 

Théorème 2.1. — Soit f(z) = G C[[£ -1 ]] i une série Gevrey-1. Notons 

n=0 Z 

/(C) = T~ — îTT e ^--{C} sa transformée de Borel. Les assertions suivantes sont 
[n il. 

71=1 x ' 

équivalentes : 

M. 

1. Il existe r > et 6 G — — tels que f se prolonge analytiquement à l'ou- 

27rZ 

vert B r {9). De plus, il existe A > ; B > tels que pour tout £ G B r {9), 
\7{0\<Ae B ^. 

2. // existe r > 0, A > 0, B > et une fonction Sgf(z) holomorphe dans {z G 
C/$t(ze ie ) > B} tels que, pour $t(ze ie ) > B et n > : 

n 

ak 



Sef(z)-Y,^\< R as(r,A,B,n,ze ie ) 



Z' 

k=0 



ni 



(1) 

R as (r, A,B,n,z) = Ae Br — — — — . 

v ' ' ' ' ; r n \z\ n {$t{z) - B) 

De plus, pour 3Ç(ze ÏÉ> ) > B, 

(2) s e f(z) = a + f{Q)e~ z ^dÇ 

Jo 

Remarque 2.1. — - L'hypothèse ^) implique que pour tout n > 0, 



(3) \a n+1 \<Ae Br - 



Par l'inégalité de Stirling il vient : 

R as (r,A,B,n,z) < Ae 



|z| n 0ft(z) - B) 
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Comme, à z fixé, . , ,. atteint son minimum en n = r\z\, la sommation au plus 
' (r\z\) n 1 " F 



n 



petit terme consiste à approcher Sgf(z) par la somme — ^ avec n = [r\z\\ où 
[.] est la partie entière. 



fc=0 



Définition 2.1. — Dans le théorème Il2.1[l . la fonction holomorphe Se/ est la somme 
de Borel de / relative à la direction 9. 



-oo 

a r , 



Remarque 2.2. — Le calcul de la somme de Borel s$f de f{z) = relative à 

n=0 

la direction se ramène au calcul de la somme de Borel So/e de fg(z) = f{ze~ ld ) = 
y — - — relative à la direction par la relation : 



n=0 Z 



(4) pour tout ^{ze ie ) > 0, Sgf(z) = S f e (ze l °). 



2.2. Sommation par séries de factorielles. — Nous considérons maintenant 
la méthode de calcul d'une somme de Borel par séries de factorielles. Suivant la 
remarque I2.2| il suffit de se concentrer sur le calcul d'une somme de Borel relative à 
la direction 9 = 0. 

+oo 

Notre hypothèse de travail est la suivante : la série Gevrey-1 f(z) = admet 

n=0 Z 

~ ~'~ 00 a Ç n ~ 1 

une transformée de Borel /(C) = t— — rry qui se prolonge holomorphiquement à 

n=l * 

l'ouvert A. On suppose par ailleurs : 

(5) 3A > 0, 3B> 0, VC G A, |/(C)| < Ae B ^ . 

On notera que, puisque £> ln ( 2 ) C A, l'hypothèse |pj induit que la somme de Borel 
So f(z) de / est définie holomorphe pour 3î(z) > B. 

L'application Ç i— > s = e - ^ définissant une transformation biholomorphe entre 
l'ouvert A et le disque ouvert D(l, 1), nous pouvons introduire : 

(6) Hs) = 7(0- 

L'application <j> est holomorphe dans D(l, 1) et s'identifie dans ce disque à la somme 
de sa série de Taylor : 

(7) 0( S ) = ]>>(i- s y\ ^ = L_L^(i). 

n=0 
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D'un point de vue formel, nous pouvons écrire : 

r+oo ^ f+oo 

So f(z) = a + f(C)e~ zC dÇ = a + 0(e^)e~^dC 

Jo Jo 

= a + V b n / (1 - e"C ) n e~< dÇ = a + V b n / (1 - s)™^ 1 

n=0 J ° n=0 ■'° 

+00 

nlK 

a Hz(z + l)...(z + ny 

C'est ce développement qui correspond à la sommation par série de factorielles. 
Nous référant à Malgrange |16| . la justification du calcul formel précédent repose 
essentiellement sur le point clef suivant : 

Lemme 2.1. — Supposons qu'il existe A > et B > tels que V£ S A, < 

+00 |^ | 

Ae m . Alors pour tout C > max(B, 1) la série ^ — ^- converge. 

n=l 

Ce lemme conduit alors au théorème suivant : 

Théorème 2.2. — Avec les notations précédentes, supposons qu'il existe A > et 
B > tels que V( G A, \f(()\ < Ae m . 

Alors la série de factorielles ao + > —=7 r— converge absolument pour 

^ T(z + n+l) 

n=0 

3î(z) > max(.B, 1) et représente la somme de Borel Sof(z) dans cet ouvert. 

L'utilisation de ce théorème nécessite le calcul des coefficients b n en fonction des 
coefficients a n de la série formelle /. L'algorithme de Stirling |16j répond à la ques- 
tion : 

Proposition 2.1 (Algorithme de Stirling). — 

, n+l 

Vn>0, b n = -Y / (-l) n - k+1 s(n,k-l)a k , 
n! z — ' 

k=l 

où les s(n, k) sont les nombres de Stirling de première espèce. 

Remarque 2.3. — Notre définition des nombres de Stirling de première espèce 

n— 1 n 

s(n,k) est celle de [5j : (x — k) = s(n,k)x k . 

k=0 k=0 

Signalons pour mémoire que le théorème 12.21 admet une réciproque, cf. [16J. 

3. Sommation de Borel effective 

Nous proposons à présent une justification de la sommation par série de factorielles. 
Différente des preuves classiques T28J. son avantage réside dans sa simplicité et 
le fait qu'elle débouche sur un contrôle effectif. 

+00 



Notre hypothèse de travail est celle du £ 12,21 : la série Gevrey-1 f(z) = 

n=0 Z 

admet une transformée de Borel /(£) qui se prolonge holomorphiquement à l'ouvert 
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A et vérifie la condition ©. Nous considérons de nouveau l'application <\> définie par 
§3) et sa série de Taylor JJJ). 

_ d n 4> , . 

Tirons tout d'abord quelques conséquences de (|2J) pour les dérivées ~J~~^\ s )i s e 

]0, 1]. Par l'égalité de Cauchy et pour s G]0, 1], 



d n 4> 



m 



-dt 



ni 



Ht) 



-dt. 



ds n K " J 2m J (t- s) n+1 ~ 2ms n + 1 J (- - l) n + r 
Dans JBJ, l'intégration se fait le long d'un lacet dont un paramétrage possible est : 

(9) t(a) = s(l + re ia ), aG[0,2vr], r€]0,l[fixé. 

Nous faisons à présent le changement de variable v G D(l,l) t— > t = e~ v G A. A 
s G]0, 1] correspond Ç = — ln(s) G R + tandis qu'au lacet est associé le lacet 

(10) v(a) =C-ln(l+re iQ ), aG[0,2vr], < r < 1. 
L'égalité (JSJ devient : pour tout C G R + et tout r g]0, 1[, 



~ds r 



m e 



2m 
ni e « n+1 ) 



2m 
nle nÇ p2n 



2tt 



( e ~ V+ i~ l ) n+l 

f(v) 
(e-^+ç _ l)n+l 

/(C - ln(l + re iQ )) 



da. 



Puisque pour \t\ < 1, | ln(l + r)| < — ln(l — |r|) on en déduit par que pour tout 
C G M + et tout r G]0, 1[, 

n l e nÇ /-27T 



(11) 



(e" Ç ) 



< 







2nr n 
Anl 

< : r^e 



Comme r n (l — r) B atteint son maximum en r 
que : 



Ae B( f -ln(l-r)) da 

(n+B)C 



n 



n + B 



sur ]0, 1[, nous retiendrons 



(12) 



d h 



ds< 



< 



A(n + B) n+B n\ (n+B)c 
B B n n 



Ceci établi, considérons maintenant la somme de Borel Sq/(^) de /. Pour tout N > 

et R(z) > B, nous avons 

(13) 



N 



n=0 



r(z)r(n + i)6 n 

T(z + n + 1) 



N 



E^ 1 



dÇ 



n=0 



Maintenant par intégrations par parties, en utilisant et la majoration lfT2|) pour 

les questions d'intégrabilité, 

(14) 



/ N r(- 
sof(z) - («o + E T 



T(z)T(n + l)6 n 



n=0 



z + n + 1) 



\N+1 



z(z + l) 



(z + N) 



(e^)e 



Cv -(«+iv+i)c 
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Par suite, en vertu de (|T2*|l : pour tout iV > et $l(z) > B, 



(15) 



N 



sof(z) 



n=Q 



T(z)T(n + l)b r , 
T(z + n + 1) 



< 



< 



A(N + B + 1) N+B+1 (N + l)\ 

B B (N + l) N + 1 \ z ( z + l)...( z + N)\ J 



dÇ 



A (N + B + 1) N+B+1 



B B (N + 1) N 
Nous résumons le résultat obtenu : 



r(z)N\ 



r(z + iV + l)(K(z) -B) 



Proposition 3.1. — On suppose que la série f(z) = — € C[[z admet une 



n=0 



transformée de Borel f(Q qui se prolonge holomorphiquement à l'ouvert A, et qu'il 
existe A > et B > fe/s que pour tout £ £ A, |/(C)| < ^4e B '^. pour <om< 

iV > et > B, 



(16) 



*>/(*) - («o + E T 



r(z)r(n + 1)6, 



z + n + l) 



RM^.N.z) 



n=0 

A {N + B + l) N+B+1 

W (N + r 



N 



< Rx(A,B,N, z) 
T(z)Y{N + l) 



T(z + N + l)(^(z)-B) 



où SqJ désigne la somme de Borel de f, les b n étant déduits des a n par la proposition 

ro 

La proposition 13. Il et le théorème 12.21 induisent le résultat suivant : 
Théorème 3.1. — On suppose que la transformée de Borel /(£) de la série f(z) = 
— ^ G C[[z _1 ]]i se prolonge holomorphiquement à l'ouvert A\, X > 0, et qu'il 



n=0 



existe A > et B > tels que pour tout C e A À; |/(C)| < Ae m . Alors : 

• la série de factorielles aç, + A ^ - — - — — — - " converge absolument pour 

^-^ Y(Xz + n + 1) 

n=0 \ < ' > 

5R(z) > max(l?,l/A) 7 eîe somme Sof(z), où Sof désigne la somme de Borel de f, 

les bn étant déduits des = X n ~ l a n par la proposition ^ 3 

• pour tout N > et $l(z) > B, 



N 



Sof(z) 



a.Q 



n=0 



T(Xz)T(n + l)b\ 
T(Xz + n + 1) 



(A) 



(17) 



Rfact(X,A,B,N,z) = 

A (N + XB + 1)^+^+1 



(Ai?) 



\B 



(N + l 



< R fact (X,A,B,N,z) 



T(Xz)F(N + 1) 



T(Xz + N+ l)(»(z) - -B) 
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Démonstration. — Posons f\(Ç) = /(A£), de sorte que f\ se prolonge holomor- 
phiquement sur A, et VÇ G A, |/a(C)I — Ae XB ^. La fonction f\ n'est autre que 

hoo (A) 



la transformée de Borel de la série formelle f\(z) = — / ^— ^ = 



avec 



n=0 



= A n x a n . Nous déduisons du théorème 12.21 que la série de factorielles Oq + 



T(z)T(n + 1)& 



(A) 



n=0 



(z + n+ 1) 



converge (absolument) vers Sofx(z) pour 3î(z) > max(A.B, 1) 



et par la proposition 13. Il que pour tout N > et K(z) > XB, 



N 

s /a(z)-(4 a) +^ 



où les bff sont déduits des a^' par l'algorithme de Stirling ( proposition 12. Q . 

^ T(Xz)T(n + 1)6^'' 

Par suite la série de factorielles ao + A — ^-r^ ^y— converge (absolument) 



n=0 



r(z)r(n + i)&; 

T{z + n + 1) 



(A) 



n=0 



vers So/(z) pour îî(z) > max(£?, 1/A), et pour tout > et U(z) > B, 



N 



Sof(z) 



a 



T(Xz)T(n + l)b ( n 



(A) 



n=0 



(Xz + n+1) 



< XRi(A,XB,N, Xz). 



□ 



Le lemme suivant est une conséquence facile de la formule de Stirling. 
Lemme 3.1. — Avec les notations du théorème \3. Il pour K(z) > B, 



R fact (X,A,B,N,z) 



Ae 



XB[ 1 



-ln(AB)) 



|r(Az)| 



n \(?R(z)-b)-i $t(z) - B 
quand N — ► +oo. 

De la majoration (|T2*|) (pour À = 1) et de la relation (J2J) il découle : 

Lemme 3.2. — Avec les notations du théorème \3. 1\ pour tout n > 0, 

A(n + XB) n+XB 



\b^\ < 



(XB) XB n n 



Remarque 3.1. — Le lemme l3~Tl démontre la convergence de la série de factorielles 

+°° Y(Xz)T(n + 1)6^ 1 

«0 + X > — — — - ^— pour ^t(z) > B + — , B > 0, celle-ci représentant la 

T(Xz + n + 1 ) A 

71=0 

somme de Borel Sof(z) dans cet ouvert. 

Ce résultat est plus faible que celui donné par le théorème 13. Il Le décalage s'explique 

A( n _|_ B) n+B 

par la majoration obtenue au lemme l3~2l \b n \ < —g (pour A = 1). Or 

l>"u" 



A(n + B) n+B Ae B B 

-n , à comparer avec le lemme 12.11 



B B n n 



B B 
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3.1. Un élément de comparaison. — Au vu de la relation £>i n ( 2 ) C A C £>zl, 



nous allons comparer les estimations des restes iï as (ln(2), A, B, N, z), R as (—,A, B, N, z) 

données par (£Q), et celle du reste Rf act (l, A,B,N + 1, z) décrit par le théorème 13. Il 
Nous prendrons A = 1, B = 1, z = 10 + Wi. Le résultat est décrit par la figure El 



-4 



10 15 20 25, 30 



Figure 2. Nous avons représenté pour A = B = 1, z = 10 + lOi et 
n = 0, • • • ,30, par □ les points de coordonnées [n, log |i? as (ln(2), 1, 1, n, z)\], 
par o les points de coordonnées [n, log |i? as (f , 1, 1, n, z) |], par + les points 
de coordonnées [n, log \Rf ac t(l, 1, 1, n, z\]. 



Des exemples d'applications seront donnés dans les sections qui suivent. 



4. Sommation de Borel de séries de puissances fractionnaires 

La section El s'occupait de sommes de Borel de séries non ramifiées. Nous allons 
à présent nous pencher sur le problème de la sommation effective d'une somme de 
Borel d'une série de puissances fractionnaires. Cette section a pour but de développer 
un analogue du théorème 12.11 de "sommation de Borel fine". 



Notation 4-1- — Par la suite m G N*. Nous noterons par n j iresp. ir j j la 

C C* 

surface de Riemann ramifiée (resp. la surface de Riemann) à m feuillets de Xm. 
- Nous identifierons l'élément x G au couple (|x|,arg(x)) où \x\ G IR + * et 

arg(x) G — et on notera x = |x|e îarg ^) : 

27rmZ 

x = re i ^eC* m <— » (r,0) = (|x|,arg(x)) e R+* x ^ 

7T | i 7T 

x = re iarg ^ G C* < ► (r,Ô) = (|x|, arg(x)) G R+* x ^ 
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- Pour x G et k G Z, on notera x k ^ m l'élément de de module |a; fc//m | = 
j^jfc/m ^ d' ar g Umen t &rg(x k / m ) = ^ arg(x). 

- Pour r > et 9 G ——= on notera 

Z7rZ 

<D r {è) = 7T- 1 (B r {6)) C C m , V*(9) = vr- 1 (,B*(0)) C C^. 

Pour = on écrira plus simplement 2? r = 7r _1 (i3 r ) et V* = tt^ 1 (B*). 

- On note O = 7r -1 (A) et pour tout A > 0, n x = tt -1 (A a ). On définit 0* et Çl\ 
de façon analogue. 

- Pour B > 0, on notera -P(-B) le demi-plan ouvert 

P(B) = {zeC* m /\ax S (z)\<~,*t(z)>B}. 

4.1. Somme de Borel. — Rappelons quelques définitions et propriétés élémen- 
taires. 

+ 00 +OC j-lL — l 

Définition 4.1. — Soit f(z) = ^ G C[[z~™]] et /(C) = ^ , sa 



n=0 n=l 1 ^ m 

transformée de Borel. On suppose qu'il existe r > tel que /(C) définisse une 
fonction holomorphe sur 7r~ _1 (.D(0,r)*), £>(0,r)* = L>(0,r)\{0}, où D(0,r) est le 
disque ouvert de centre de rayon r. 

^ e 2 7rm Z ' ^ n su PP ose q u ' n existe un secteur ouvert £(#,e) = {x G 
C^, arg(x) £]9 — e,9 + e > 0, tel que /(C) se prolonge analytiquement 
dans ce secteur et : 

(19) 3A> 0, 3B > 0, VC G £(0,e), 1/(0(^1 < ^e B l ç L 
Alors la fonction 

(20) s„/(*) = a + / f(C)e- zC d( 

Jo 



7Ï 



définie holomorphe dans le demi-plan ouvert {z G / | arg(z) + 9\ < —, K(ie* ) > 
B}, est la somme de Borel de / dans la direction 9. 



Remarque 4-1- — Le calcul de la somme de Borel S$f de f(z) = relative 

n=0 

à la direction 9 G 2 mrîL se ram ène au calcul de la somme de Borel Soie de f$(z) = 

+°° e -in8/m 

f{ze~ %e ) = ~ — ï relative à la direction par la relation : 



Zm 
n=0 



s S f(z) = s f e (zé e ). 

La remarque 14. Il permet de se limiter à l'étude de la sommation de Borel pour la 
direction 9 = 0, ce que nous ferons dans la suite. 

Proposition 4-1- — On se place dans le cadre de la définition \4-l\ avec 9 = 0. Soit 
< 5 < 7r/2 et u > 1. On note 

1 _ x l l > ^ B 

2 ° ,lZl ~ sm(ô)- 



PsA B ) ={^C/I arg(*)| <--5,\z\> J^}. 
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Alors il existe C > tel que 



(21) VzeP^(B), ViV>0, 



N 



*>/(*) - E 



n=0 



<- çl+N/m 



r(i + ^) 

\ z \l+N/m ' 



m—1 



n=0 



Démonstration. — Quitte à raisonner avec f(z) — — on peut supposer que 



cij = 0, j = 0, • • • , m - 1. Soit 0<6<retiV>m. Pour z E P Sifi (B), 

roc fb roc 

So/(*)=/ f(C)e- z(: dC= f(()e- z <dÇ+ f(Ç)e- z <d(. 



Par l'holomorphie de /(C) sur 7r~ _1 (D(0,r)*) on peut écrire 

-1 



+oo „ft 



puis 



/n — Zm 



y I ^_ e -< dQ+ y I ^ç_ e -z< dC . 



Vm/ 



n=iV+l 



6 „ /-=•-! 



VIL) 
Vm/ 



En posant Ç = bt on obtient : 
/ /(C)e'<dC-E^ : 



n=m 

N , il 



r(-) 

Vm/ 



n=7V+l 



n i N_ 

Dans chacune des intégrales on peut majorer t™ par t™. On obtient ainsi 
rb N n / oo u p /jv + -A 



/(C)e"<dC-E% 

Z™ 



< 



E \a n \b 



(IL) i b l+N/m^l+N/m- 



Comme z G Pg ;lx (B) implique que 3î(i) > sin(5)|z| > on en déduit l'existence 
d'une constante c > tel que pour tout z G P&^{B), 



f b ~ N n 

/ /(C)e-^C-E^ 

JO Zm 



< c l+A r /m 



Par ailleurs l'hypothèse (|TÏÏ|) implique : 

3 A > 0, 3B > 0, VC e S(0,e), |/(C)| < Ae^L 
Par suite, puisque 5R(z) — f? > (1 — ~) sin(<5)|z| > (fi — 1)B pour tout z G Ps^(B), 



e- zC - d( 



,(B-?R(z))b -{l~j-Jbsm(S)\z\ 



< 



< 



K(z) - B ~ (n-l)B 
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r\ ^ n -(l--)&sin(5)|^| , , a , • , i i « 

(Jr, pour a > (J, e ^ |z| est maximal pour \z\ = — j — 



(l-i)6sin(«5) 



Donc, 



< 



a 



( M -1)5 l (1-1)6 sin(tf) 



Le résultat annoncé s'en déduit alors par l'inégalité de Stirling et par l'inégalité 
triangulaire. □ 

Remarque 4-2. — L'hypothèse lfTÏÏ|l faite dans la définition 14. 1 1 valable dans un 
secteur, induit que les estimations Gevrey l[2l"]l de la proposition 14. Il s'étendent à un 
secteur d'ouverture plus grande que tt. Ceci implique l'unicité de la somme de Borel. 

4.2. Sommation de Borel fine. — Nous allons à présent modifier quelque peu 
nos hypothèses afin de démontrer un analogue du théorème 12.11 Par la remarque 14. Il 
il est loisible de se limiter à l'étude de la sommation de Borel pour la direction 9 = 0. 



n=0 



Théorème 4.1. — Soit f(z) = G C[[*"™]] i une série Gevrey-1 et f(Ç) 

A— -1 



— ^ — r— G C 1+m C{C m } sa transformée de Borel. Les assertions suivantes sont 



équivalentes : 

1. Il existe r > tel que f se prolonge analytiquement à l'ouvert T>* de C m . De 



plus, 



(22) 



3 A > 0, 3B > 0, VC G V*, 1/(0(^1 < Ae B ^\ . 



2. // existe r > 0, B > 0, Ai > pour 1 < l < m et des fonctions Sofi(z) 
holomorphe dans 3î(i) > B tels que, pour > B, n > 1 et 1 < l < m : 



Sofi{è) ~J2^f <R as {r,A h B,n,z) 



(23) 



ou 



De plus, pour > B, Sofi(z) = 

(24) s f(z) = a Q + f(C)t 

Jo 



//(0 e z< * d(. Par ailleurs 



)e-^d( = a + Tz^SoMz), ZEP(B), 
'° l=i 

et pour tout z G P(B) et n > 1, 

■m— 1 



(25) 



k=0 



Zm 



< Ce 



Br n l i=0 n _ A 

r n \z\ n ($t(z) - B) 7 i<l<m 
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Démonstration. — La preuve repose sur un analogue de la "méthode du vecteur 
cyclique". Ecrivons / sous la forme 

m +00 

f(z)=a + ^2z~fi(z), où fi(z) = X)~jf> ai '3 = a l+m(j-l)- 



1=1 



Puisque pour k = 0, 1, • 



,m- 1, 

m 



f(e 2i « k z)-a Q = J2"- lk z™Mï), avec u = , 



nous pouvons écrire 

771 — 1 



/ m — l v 

Z m / 2 (z) 



/ / [01 (^) \ 



, avec /W(z) = /(e 2 - fc z)-a , 



( 



où ,4 



... a 



\ 
) 



, Aij = lu ( l est une matrice m x m de Vander- 



monde inversible. Si A 1 = B 



\ 



B 



alors cela implique : 



m—l 



(26) 



f^) = ^zrE ^i.(*+l)/ [fcl / = 0, • • • , m - 1. 



A:=0 



La transformée de Borel de p k \z) s'écrivant sous la forme 



/[ fc ](0 



-2ï7rfc ~c( f„— 2ink 



/(Ce"^ fc ), 



on en déduit que chaque /W(C) se prolonge analytiquement sur V* et 

(27) VC G D*, 1/^(0^1 < ^e^L 

De l(2T)|) on tire que 

'm-l \ 

/KO = ^77— T7 * I E%+l]/ W (0 h / = !,-•• ,m-l 



r(i--) 



m' \fc=0 



m—l 



fm(0 = J2 B Mk+l)f [k] (0- 



k=0 



Ceci implique l'holomorphie de chaque fi(Ç) sur /3 r , et par ailleurs, 

(28) 3 A t >0, VCG^ r , |/,(C)| < Ae B ^. 
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Le théorème 12. Il s'applique alors à chacune des séries formelles Gevrey-1 fi(z) : pour 
et n > 1, 

1 



So/z(i) - Y. 







<A,e 



Br 



ni 



OU 



r n |i| n (^(i) - B) 



En posant 



s f{z) = ao + ^z" 1 ™' Sofi(z) 
i=i 

on déduit de ce qui précède que pour tout z G P(B) et n > 1, 

m— 1 



s„/(z)-£-|- <max(A)e 



i=0 



r™ |z| n (K(i) - 5)' 



□ 



Remarque 4-3- — La propriété (|2*%|) induit, par Cauchy, que pour tout j > 1 



(29) |o/ +m (j_i)| < 

3n remplacera al 
de la forme : pour assez grand et n > 1 



car a^+mQ.!) = 377(0) ). 



En pratique, on remplacera alors la majoration l|25p par une estimation de l'erreur 



\Z\ m 



(30) 



m— 1 

mn Z—/ 

a fc _ 1 \ i=0 

l<Km |z| n 5î(2;) 



- -r ~ max (|oj 



Pour les mêmes raisons que celles développées à la remarque 12.11 la sommation au 
plus petit terme consistera à choisir n = [r\z\] . 

4.3. Un exemple. — A titre d'exemple, qui nous servira également d'introduction 
à la section nous allons considérer la sommation de Borel d'une solution formelle 
de l'équation différentielle 

d 2 $ x 3 -2x 2 -3x + A 

(31) 



dx 2 



Suivant [10J 



Proposition 4-%- — Soit z(x) = |x2 — 2x2. // existe une unique série formelle 
ip{z) G C[[z~ 1//3 ]], de terme constant égal à 1, telle que 



(32) 



20 



I z=z(x) 



telle que $ soit solution formelle de l'équation De plus la transformée de Borel 
de ip définit une fonction analytique sur le revêtement universel de C\{0, —2} et est 
à croissance exponentielle d'ordre au plus 1 à l'infini. 
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La série formelle ip(z) de la proposition précédente se calcule à tout ordre : 

+00 



k_ 

n=0 z ' 3 



(33) 

'128 V 1 /2048 V 1 /34328125 V 1 



1 V 3 ) z f H 9 ) z % V 373248 ) z + '"' 

Comme conséquence de la proposition I4.2| la série formelle tp(z) rentre dans le 
cadre d'application du théorème 14. 1| avec < r < 2 : la série ip(z) est sommable de 
Borel pour z G P(B), B > assez grand, et nous nous proposons ici d'évaluer la 
somme SqiJ)(z). Celle-ci est de la forme 

3 

Sq^(z) =a + Y J z '^SqMz) 



1=1 



ou 

+00 



i=i 

Pour l'illustration numérique qui suit, nous choisirons z = 12 (cela correspond à 
x = 9 dans la proposition 14.2p . 

4-3.1. Sommation au plus petit terme. — Nous commençons l'évaluation de 

S i>(z), = 12, 

3n 

au moyen des sommes partielles — par la sommation au plus petit terme comme 
exposé dans la remarque 14.31 

La figure El suggère de choisir n = 24 comme troncation optimale, ce qui correspond 
au choix de n = sup [r\z\] (cf. Remarque 14.3p . Le calcul donne : 

0<r<2 

SoV^) ~ 0.26256292290 ± 0.23 x 10~ 9 . 

4-3.2. Sommation par séries de factorielles. — Par la proposition ^. 21 et le théorème 
14- 1| les transformées de Borel tpm (Ç) des ipm (z) définissent des fonctions holomorphes 
dans le domaine B r pour tout < r < 2, mais également dans le domaine A\ pour 
tout < À < 2/ln(2), et sont à croissance exponentielle d'ordre au plus 1 dans ces 
domaines. En vertu du théorème 13. Il : 

II existe B > tel que pour tout < A < 2/ ln(2) et tout l = 1,2, 3, le développement 



j=0 



T(\z)T(j + l)b W 

r(Ai + j + i 



1,3 



converge absolument pour 5ft(i) > max(B, j) et sa somme représente Soipi(z), où les 

coefficients b^) se déduisent des = \i~ 1 aij par l'algorithme de Stirling. 
Evaluons à présent la somme de Borel 



3 

3-! 



SoVK-z) =a + ^2z 3 s ipi(z), z=12, 
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S 



-4- 



-6- 



-10- 8 

a + , , * + ° 

: B 8 go y>" 

D 2 o o □ 

" S ? o o „ » » „ 

° □ □ □ d □ D = 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 

Figure 3. Nous avons représenté pour z = 12 et j = ,35, par □ 

les points de coordonnées [j, log par o les points de coordonnées 

[j, log I ], par + les points de coordonnées [j, log I ~- ]. 



Valeur de n 


Estimation de SQip(z) 


Estimation de l'erreur 


10 


0.262562935 


0.20 x 10~ Y 


14 


0.26256292301 


0.22 x 10~ y 


18 


0.2625629228800 


0.45 x ÎO" 11 


25 


0.262562922877259 


0.15 x 10- Là 


33 


0.262562922877250882 


0.65 x 10~ ib 


40 


0.2625629228772508441 


0.2 x 10~ 18 



Table 1. Calcul de Soip(z) par séries de factorielles pour z = 12 avec 
A = 2/ln(2). 



par l'utilisation des séries de factorielles. On estime chacune des sommes de Borel 

/ ^ a .-n x ^ r(Ai)r(j + \)bf ) 

Soip(i){z) au moyen des sommes partielles A > — — r 

^— t r(Az + j + îj 



-. Les majorations 



3=0 



(|T7jl et lfTH|l amènent en pratique (pour 3î(i) assez grand) à estimer l'erreur commise 
par la relation 



(34) 



So^(/)( 



j=0 



r(Ai)r(i + 1)&£> i;(A) 

n+ll ^(z)\T(\z + n + 1) 



(Ai + j + 1) 



|r(Ai)|r(n + i) 
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En prenant pour À la borne sup 2/ ln(2) des valeurs théoriquement permises, le calcul 
fournit la table ^ 



Valeur de n 


Estimation de SQip(z) 


Estimation de l'erreur 


14 


0.262562922891 


0.24 x 10" iU 


18 


0.26256292287739 


0.25 x 10- LZ 



Table 2. Calcul de Sq^Jj(z) par séries de factorielles pour z = 12 avec A = 4. 



Ajoutons, sans tenter de l'expliquer, qu'on observe en pratique une accélération 
de la convergence en prenant des valeurs de À au-delà des valeurs théoriquement 
permises. Ceci est illustré par la table El 



5. Sommation de Borel par séries de factorielles des séries de puissances 

fractionnaires 

L'exemple traité au S )4.3l a illustré comment la méthode de sommation d'une somme 
de Borel par les séries de factorielles pouvait être adaptée au cas d'une série de 
puissances fractionnaires. Dans cette section nous allons présenter une variante plus 
directe, qui peut être vue comme une extension de la méthode de sommation par 
séries de factorielles. 



5.1. Sommation par séries de factorielles généralisées. — Nos hypothèses 

+oo 

seront les suivantes : f(z) = 2. ~k G C[[z _ ~]]i est une série dont la transformée 

n=0 

de Borel f(Ç) = / — r— € (~ 1+ ™C{(™} se prolonge analytiquement à l'ouvert 
— ' Pi n 



fi*, et de plus : 

(35) 3A> 0, 3B> 0, VC G fi*, 1/(0^1 < Ae m . 

Comme ^ > * n (2) c fi*, on déduit du théorème 14.11 que la somme de Borel 

r+oo 

Sof(z)=a + f(Qe^d( 
est bien définie pour z G P(B) et nous nous proposons de la calculer. 
Pour ( G fi* nous pouvons écrire / sous la forme 

m 

f(() = J2(l-e-^- 1 9i(Ç) 



(36) 



l=i 



k 
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et observons que pour tout k E {0, 1, . . . , m — 1} nous avons : 



f{e 2mk Q = J> W C 1 " e ~ C )-"^(Ô avec u = e 2 



i=l 

Nous en tirons la relation : 



.4 



51 (C) 



\ 



9m(C) 



où A 



( /(e 2m C) \ 
/( e 2^(m-l)^ 

V /(C) / 



4 



inversible. En notant A 



) 



-i 



A ■ ■ 



B 



une matrice m x m de Vandermonde 



••• S 



V 



/ 



on obtient que pour tout 



l = 1, • • ■ , m et tout C G Œ*, 

m 

MO = (1 - e-t) 1 -^ Y. B ^ e2mk O- 

k=l 

Cette propriété, la définition même des gi, et les hypothèses faites sur / montrent 
le lemme suivant : 

Lemme 5.1. — Pour tout l = 1, • • ■ ,m,gi est holomorphe sur A et il existe Ai > 
ieZ que, V( G A, |^(C)I <^e B|CI - 

Soit D(l, 1)* le disque ouvert épointé de centre 1 et de rayon 1. Notons v \ 

D(i,iy 

le revêtement à m feuillets de D(l, 1)*. L'application conforme Ç E A* hs = e - ^ S 
D(l, 1)* se relève naturellement en une application conforme de sur D(l, 1)^ : 

(Efl* < ► s = E D(l, 1)^ 

7T i {v 

Ce A* < — ► s = e^efl(l,l)* 

Posons alors, pour s E D(l, 1)^ : 

*W = 7(0, <M*) = 2KC)- 

Suivant (|3*ïï|l l'application $ se décompose sous la forme 



(37) 
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où, comme dans la section nous pouvons écrire, pour s G D(l, 1) : 

+00 

(38) Mà) = Y^bf(i-èy. 

3=0 

Par conséquent, $ s'écrit sous la forme : 

+00 



(39) 



n=l 



avec V/ G {1, ... , m}, Vj G N, di +mj = by . 



Formellement, nous pouvons écrire la somme de Borel de / sous la forme : 

«+00 



p+00 ^ r+00 j 

So/(*) =a + /(C)e" 2Ç dÇ = a + / V d n (l - e -C)^-i e -C ^ 



= ao + y^d n (1 - s) m ~ V -1 ds = a + Y] 

Cette dernière expression de Sof(z) est justifiée par la généralisation suivante du 
théorème 12.21 : 

+00 

Proposition 5.1. — Soit f(z) = — |- G C[[z~"ï]]i. On suppose que la trans- 



n=0 Zm 



formée de Borel f(Q = \^ — —. — r— G C -1+ "* < £'{C'™} se prolonge analytiquement à 



l'ouvert Q* et que 

3A> 0, 3B> 0, VC G SI*, 17(0(^1 < A e m - 
Alors la série de factorielles généralisée 

~oovU)T{z)d n 



converge absolument pour z G P(max(i?, 1)) et représente la somme de Borel Sq f(z) 
dans cet ouvert. 

Démonstration. — La preuve s'appuiera sur deux lemmes préparatoires. 

r(*)r(£) „ r(z) 



Lemme 5.2. — Vz G 
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Démonstration. — Nous savons par la formule de Stirling que pour z G 
r(*) |*|-h-oo V2Trz z -h~ z , d'où : 



r(-) n^+oo V2ïF(-) m 2 e"- 



T-l / , T) \ 7"l > + 00 .ni 



Or, nous avons les équivalences suivantes : 



(*+-) 2 n-+oo - 2 



(*+ — ) m n^+oo ( — ) ra e 



m m' 

ce qui nous donne l'équivalence souhaitée. □ 



Lemme 5.3. — Considérons la fonction &(s) = ^^d n (l — s 



.=■- 1 



n=l 
+oo 



Sous les hypothèses de la proposition ] 5. Il la série ■ "L converge pour tout C > 

n=l imi 

max(i?, 1). 

Démonstration. — Par le lemme 15.11 et le lemme 12.11 nous pouvons déduire que les 
coefficients définis par (JHE} vérifient : 

+oo u( 0| 

VC > max(B, 1), ^ < +oo. 
A fortiori, pour tout ! = !,••• , m, 



7 

i=i J 



- x | l(0 I 



VC > max(B, 1), ^ - — ^ < +oo. 

i=o (i + à) 

Par suite, par la définition (|8ÏÏ)l des coefficients d n et par sommation finie sur l, 

VC > max(5, 1), ^ |dt+ ^' c < +oo. 

1=1 j=0 {j + m) 

+oo ,^ , 

Ceci fournit in fine la relation : VC > maxfi?, 1), > — ^ < +oo. □ 
Nous revenons maintenant à la preuve de la proposition 15. Il proprement dite. 

w(^)r(z)d n 

Pour ce qui est de la convergence absolue de la série oo + > -, r — pour 

z G P(max(i?, 1)), comme par le lemme l5~2*l : 

,£Wi) ~ dT (z)(^' z 

T(z + ^-) \m, 
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Kl( — ) converge, 

n=l 

ce qui est une conséquence du lemme IQ1 

Pour voir que la série ciq + > -, r — représente bien la somme de Borel 

Sof(z), il s'agit de montrer que dans l'expression 

VK| / s z ~ x {\- s)™~ x ds 

n=l J 

nous pouvons permuter ^ et /.Il suffit pour cela de montrer que la fonction 

+oo 

^2 \dn\ \ sZ ~ 1 \ (1 ~~ s)"" 1 est intégrable sur [0,1]. Or, nous avons les égalités suiv- 

n=l 

antes (en posant C = K(i) > max(l?, 1)) : 



+oo „\ +oo „i 

y; ki / (î-^-v -1 !^ = y ki / 

n=l J ° n=l J 



(1 - s)^~ 1 s c " 1 ds 



Ek 1 [m) 



n=l 



v(c + i 

V m 



Or cette dernière série converge comme nous l'avons démontré au point précédent. 
Ceci achève la démonstration. □ 

Il nous reste pour terminer à déduire les coefficients d n des a n . Tout ce que nous 
avons à faire est de calculer la décomposition donnée par la proposition 15. Il pour — , 

z r 

r > 0. Pour z G P(0), nous avons 



1 1 



+oo 

e~ uz u r ~ x du 



z r r(r) Jo 

1 1 [ x 

de sorte que, avec u = — ln(s), — = / s z ~ l (— ln(s)) r_ ds. Pour s G]0,1[, 

z T T(r) J 

ln(s) j! (1-sp 
nous pouvons écrire = > ; . La série de Taylor, 

r— 1 +oo 

' y 



i / \ \ r— i t-uu 



3=0 

se déduit alors de la formule de Faa di Bruno ([§]). et nous obtenons : 

1 r M „ ,1! 2! U . 

c r , - 1, crj -jl^ r(r-p) j ' p( r 3"' " ' ' ITT' " ' } ' J - ' 

où les Bj iP désignent les polynômes de Bell exponentiels partiels ([E]). En permutant 
et / (licite par un calcul identique à celui effectué dans la démonstration de la 
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proposition 15, nous en déduisons que 

, +00 „i +00 



3=0 w • /u 3=0 

1 _^ Crj r(r + j)r( 2 ) 



Nous avons en particulier : 



3=1 

avec 



1 _ m T(z) 
z r Y(r + z) ^ rj T(r + j + z) 



En particulier, pour m G N* et l G N*, 



1 rfz) . t(z) 



m 



Nous en déduisons alors facilement le résultat qui suit : 

Proposition 5.2. — Dans la proposition \5.1\ nous avons, pour n £ N* 



r(-) l 3>P>1 » J I 

\ l+jra=n / 



où /es c? r j soni définis par 

(40) d rJ =f £ %p(ï.?.-.rfl.-)U(r + iî 



Tir — p) j 7! 

i<p<3 v f; y j 

/es -B J)P désignant les polynômes de Bell exponentiels partiels. 
La proposition 15. Il induit le résultat suivant : 



+00 

Théorème 5.1. — Soit f(z) = \ . —jt £ C[[z~™]]i. On suppose qu'il existe À > 



n=0 



tel que la transformée de Borel /(£) = — —. — r— G Ç ~ 1+ ~C{C~} se 

analytiquement à l'ouvert Q* x , et que 

3 A > 0, 3B > 0, VC G fij, |/(C)C I ^ i | < ^e B l ç L 
^4/ors /a série de factorielles généralisée 

^TU)r(Xz)d^ 



n=l 
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\™ a n par la proposition \5. 6 A converge absol 



où les d„ se déduisent des 
ument pour z E P(m&x(B, 1/A)) et représente la somme de Borel Sof(z) dans cet 
ouvert. 



Démonstration. — Elle est similaire à celle du théorème 13.11 



□ 



5.2. Exemple 1. — Nous reprenons l'exemple de la sous-section 14. .SI Nous esti- 
mons la somme de Borel Sotp(z) pour z = 12 au moyen de la série de factorielles 
généralisée tronquée 



a + A 



n r(|)r(A.)4 A) 



k=l 



r(Az + | 



avec A = 2/ln(2) et N = n/3. La comparaison, détaillée par la table|Hl est faite avec 
la "valeur exacte" (voir table QJ, 

"valeur exacte" = 0.2625629228772508441 ± 0.2 x 10~ 18 . 



Valeur de n = N/S 


Estimation de Sotp(z) 


Erreur 


10 


0.262562936 


0.13 x HT' 


18 


0.2625629228786 


0.13 x ÎO" 11 


25 


0.2625629228772537 


0.29 x 10" i4 



Table 3. Calcul de Sotp(z) par séries de factorielles généralisées pour z = 12 
avec A = 2/ln(2). 



5.3. Exemple 2. 



de la série Gevrey 



Considérons à présent la somme de Borel 

1/2 



So/(z) 



i + C 



1/2 



nz) = Vf i^ + i £ii±lE^ii) 1 

J{ ' ^ K ' 2J^T(k + 1) z 1 ^/ 2 

qui rentre dans le cadre de la proposition 14. 1| mais pas dans celui des théorèmes 14.11 
et 15. 1| du fait de la singularité en ( = e 2lw pour la transformée de Borel. Un calcul 
direct montre que 

So/(5) = 0.2357006 

à 10~ 7 près. Le calcul à 10 -6 près par séries de factorielles généralisées tronquéees 



avec 



£T(| )T(z)d k 



! r iz + % 



-, donne la table 0]: comme on pouvait le prévoir, la série 



de factorielles généralisée ne converge pas vers la somme de Borel Sq/(5). 



Valeur de N 


Estimation par séries de factorielles 


10 


0.235584 


100 


0.159338 



Table 4. 
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Pour se tirer d'affaire on peut utiliser la remarque 14.11 : en prenant 8 = — (par 

O 

exemple), la somme de Borel SqJ(z) définit un prolongement analytique de Sq f(z) 
pour axg(z) e] - y, |«| > 0. Donc S e /(5) = S /(5). Or 



Sef(z) = s fe{ze 



i0\ 



ou 



fe(z) = f(ze- ie ) 



yv y ^iï + mk- 



,l+fc/2 



Les théorèmes 14. Il et 15. Il s'appliquent à fe, sous réserve de prendre À tel que l'image 
de A\ par la rotation de centre et d'angle 9 ne contienne pas 1. On peut prendre 
A = 0.6 par exemple. Ceci permet l'évaluation de Sofg(z) par la série de factorielles 

» r(f)r(A,)4 A >(0) 

généralisée associée y, 7 T\ ■ On estime alors Sq/(5) en évaluant les 



sommes partielles 



n r(|)r(Az)4 A) w 



pour z = 5e îé '. Le résultat est illustré par 



fe=l 



r(Az + f 



la table El la convergence étant très lente. 



Valeur de N 


Estimation par séries de factorielles 


erreur 


50 


0.2356902 + 0.50 x 10~ 5 i 


0.12 x 10~ 4 


150 


0.2357024 - 0.25 x 10~ b i 


0.1 x lQ- b 



Table 5. 
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